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Ejercicios recopilados de los apuntes y
Hojas de problemas de los profesores
del Dpto. Matemadtica Aplicada a las TIC
(Campus Montegancedo). UPM.

Principio de Induccidn

1. Demuestra, por induccion, que paratodon € N

a) 3+74+11+-+4n—-1)=n2n+1)
b) 3+5+7++(2n+1)=nn+2)

n-(n+1)-(n+2)
3

n-(n+1)-(2n+7)
6

) 1:242-3+3-4+-+n-(n+1)=
d) 1-342-44+3-5++n-(n+2)=
101 1 n
e) s Tset T (4n—3)-(4n+1) _ 4n+1
f) 1424 -+ =+ +==2- —
20 227 3 2

2n
8) Zi=(2k —1) = n® h) Xpo,(2k —1)? = 2EDED
i) Xk=12k=n’+n j) P k%= w
k) 271:=1 k3 = (Z;(l=1 k)Z 1) Zﬁ:o ok — on+l _q

m) Ypo k-28l=(m-1)-2"+1

Sol.:. a) Paran=1: 4:-1-1=1-(2-1+1)? SI
Siseverificaparan: 3+7+11+--+4n—-1)=nZn+1)
veamos que se verifica también para n + 1:
3+474+114++UAn-1D+AN+D) -1 =n+D(2n+1D+1)
Enefecto, n(2n+ 1)+ (4(n+1)-1)=m+1)(2n+3) ?
2n+n+4n+3=2n>+3n+2n+3 ? Sl

b)



2. Demuestra, por induccién, que

a) 2">n+1, Vn=>2 c) 2n+1<n? vn=>3
b) n! =2, Vn>4

Sol.: a) Paran=2: 22>2+1 Sl
Si2" >n+1,veamos que 2"l > (n+1)+1
Enefecto, 2"1=2"-2>n+1)2=2n+2>n+2

b) Paran=4: 4!/=24 >2*=16 9l
Si n! >2",veamosque (n+ 1)! > 2n*1
Enefecto, (n+ 1)!'=Mm+1):n!>(n+1)-2">2-2" =21

c) Paran=3: 2:3+1<3% S5
Si 2n+1<n? veamosque 2:-(n+ 1)+ 1< (n+1)3

En efecto,
2-m+1)+1=2n+3=2n+1+3<n?+3=n+1?-2n+2<(n+1)>2

3. Se define la sucesion {t, },ey de la siguiente forma:
i) t;=1, t,=2,t3=3
i) th=typqttpo+ thez, V=4
Demuestraquet, < 2", VneN.

Sol.: Para los tres primeros términos: t; = 1<2!, t, =2<2%, t; =3< 23

Si se verifica para todo k < n, veamos que se verifica para n.

Enefecto, t, =tn_qttyp+ th3< 2" 1420724 2073 =2n3(2242+41)=
=2n3.7<2n3.8=2"

4. Prueba, porinduccién, que paratodon € N,
a) n®—n es multiplo de 3.
b) n?+3n es par.
c) n*+3n2+2n=nMn+1)(n+2) esmdiltiplo de 6.
d) 4°" —1 esdivisible por 15.

Sol.: a) Paran=1: 13—1 =0, que es multiplo de 3
Si n3 —n es multiplo de 3, veamos que (n + 1) — (n + 1) también es multiplo de 3
Enefecto, (n+1)*—-(n+1)=n*+3n?2+3n+1-n—-1=



(n® —n) + (3n? + 3n) = (n® — n) + 3 (n? + n), que es la suma de dos mdltiplos de 3.

b) Paran=1: 12+ 3-1 =4, quees par
Si n? +3n es par, veamos que (n+ 1)% + 3(n + 1) es par también.
En efecto, (n+1)2+3(n+1)=n?+2n+1+3n+3=m?+3n)+ (2n+4),
que es la suma de dos niumeros pares.

c) Para n=1: 1-(1+4+1)-(1+4+2)=6,queesmlltiplode6.
Si n(n+ 1)(n + 2) es multiplo de 6, veamos que (n+ 1) (n + 2)(n + 3) también lo
es. En efecto,
mM+1Dn+2)(n+3)=nn+1)(n+2)+3(n+1)(n+2). El primer término es
multiplo de 6 por hipdtesis de induccion. En el segundo, uno de los dos, (n+1) ¢
(n + 2) es multiplo de 2, con lo que, al multiplicar por 3, nos queda también multiplo
de 6.

d) Paran=1: 41 —1 =15 , que es multiplo de 15.
Si 4% —1 es multiplo de 15, veamos que 4%(™*D — 1 es mdltiplo de 15.
En efecto,
42D 1 =442 — 1= (42" —1)-4%2 + 42— 1= (4" — 1) - 4% + 15, donde
el primer término es multiplo de 15 por hipétesis de induccidn, y el segundo también.

5. Prueba que sin = 14, entonces n se puede expresar como suma de treses y ochos.

Sin=14,entonces n=3+3+8
Supongamos para todo k < n, k se puede expresar como suma de treses y ochos. Veamos

qgue también n + 1 se puede expresar de dicha forma.

Sin=@B+3+::3)+(8+ -8+ 8), entonces n + 1 se puede escribir como
n+1=0B+3+:3)+(8+:-+8.+3 + 3 + 3). Es decir, al tltimo 8 le sumamos 1,
y se puede escribir como tres 3.

Si n=343+4 -3, es decir, en la descomposicion de n no hay 8, entonces como
n > 14, por lo menos hay cinco3: n=(3+3+3+3+3)+- ,yal sumar una
unidad, nos quedarian+1=(8+8) + -

Sistemas de Numeracion

6. Obtén 109,7 enbase2,y 110110101, en base 10.
Sol.: 109, = 1101101, 110110101, = 1 + 22 + 2% + 25 + 27 + 28 = 437,,

7. Obtén 3675 enbases2,5y7.



Sol.: 3673 =7+6-8+3-8%= 419,
419, = 110100011, 4199 = 31344 419,90 = 1136,
8. Halla la representacion en las bases 2, 7 y 11 de los siguientes numeros expresados en base
decimal: 137, 6243, 762, 1995.
Sol.: 1374, = 10001001, = 254, = 1154,
624310= 2= 7= 1
76210= 2= 7= 1

1995 = 2 = 7 = 11

9. Halla la representacion en base 10 de 11011101, , 4165, , 1995,,, 1213, , 1213;.
SOI' 110111012 - 22110 4‘1657 - 14‘6810 199511 - 2524‘10
1213, =451,, 12135 = 183,

10. Obtén 3675 , 6575 enbases 2, 7.
Sol.: 367 = 247, = 11110111, = 502,
6575 = 431;, = 110101111, = 1154,

11. Obtén 6243, , 1995;, en base hexadecimal (base 16).
SOI.: 624310 = 186316 199510 = 7C316
12. Opera a) (1325 X 245) b) (1325 + 3105 + 125)

Sol.: (1325 X 245 ) = 4323 (1325 + 3105 + 12) = 10045

13. Sabiendo que x,, significa que el nUmero natural x esta escrito en base m,
a) Demuestraque 121,, = (m+ 1)210 param = 3.

b) Expresa 169,, en base 10 param = 10.

Sol.. a) 121, = (1 +2m+m?);o = (m+ 1),

b) 169, = (9 + 6m +m?);, = (m+3)* |

14. Halla x en las expresiones 331, = 564, 2745 = x, .

Sol.: 331, =565, ; 1+3x+x?=61; x*?+3x—60=0; x=4,-5 ;x=4



274 =x, ; 4+56+128=x, ; 188=1x, ; x = 10111100
Aritmética Entera

. Halla el mcd (8184,756), aplicando el Algoritmo de Euclides.
Sol.: mcd (8184,756) = 12

. Usa el algoritmo de Euclides para calcular d = mcd(a,b) , y encuentra x e y tales que
d = ax + by.
a) a=1312, b =800 b) a =322, b = 406

Sol.. a) mcd(1312,800) =32 32 =11-1312 + (—18) - 800
b) mcd(322,406) = 14 14 = 4- 406 + (—5) - 322

. Halla las soluciones enteras de la ecuacion
a) 150x+ 100y = 200 b) 84x—-30y =60

Sol.: a) 150 x4+ 100y = 200; 3x+ 2y = 4; solucidn particular:x = 2,y = —1

- x=2+2t
Solucién general {y — _1_3;: tE Z

b)84 x —30y = 60; 14x —5y = 10; solucién particular: x =5,y =12

Solucid |- {x:5+5t teZ
olucion general: y =12+ 14t

. Se dispone de un suministro ilimitado de agua, un gran cubo con un desagle y dos garrafas
gue contienen 7 y 9 litros respectivamente, icdmo podria ponerse un litro de agua en el
cubo?

Sol.: 9x + 7y = 1 . Resolviendo la ecuacién diofantica: 9-(—=3)+7-4=1. Por lo
tanto, se obtendria un litro echando 4 veces la garrafa de 7 libros, y sacando tres veces el
agua de la garrafa de 9 litros.

. Una comitiva de 12 personas acarrea 12 panes: cada hombre lleva dos panes; cada mujer,
medio pan, y cada nifio un cuarto de pan. ¢Cuantos hombres, mujeres y nifios componen la
comitiva?

Sol.: x =n?de hombres y =n2demujeres 12— x—y =n2de nifos
2: x4y + 1 (12-x-y)=12 ; 8- x+2-y+12—x—y =48 ;

7x —y = 36; solucion particular: x =5, y=1



- C(x=5+t
Solucién general: {y _1_7; LEL

Ademds, hadeser x > 0,porloquet>—-5; y>0,porloquet <0 ;

y 12—x—y >0, porloquet=—1 . Por lo tanto, los posibles valores para t son 0 y
-1.

Para t=0: x=5,y=1 12—-x—-y=6

Para t=—-1: x=4,y=8 12—-x—-y =0

20. En un colegio se quieren equipar las aulas con un ordenador y una pizarra digital por aula.
Suponiendo que se tiene un presupuesto de 6750 €, que cada ordenador cuesta 450 € y
cada pizarra digital 825€, écuantos ordenadores y pizarras se pueden comprar como
maximo agotando el presupuesto?

Sol.: x =n%de ordenadores y = n®depizarras
450 - x + 825 -y = 6750 ; 6:x+11 -y=90; 6-(2)+11-(-1)=1
6-(180) + 11 - (—90) =90 ; solucidn particular: x = 180,y = —90

e  solucid . {x=180+11t e
olucion generai: olucion general: y = —90 — 6t

Ademas, hadeser x > 0, porloquet > —16,-:- ; y >0, porloquet < —15 ;
Por lo tanto, los posibles valores para t son —15 y —16.
Para t =—15: x =15,y =0

Para t=—-16: x=4,y=6

21. Calcula las soluciones enteras de las siguientes ecuaciones diofanticas:
a) 28x + 36y =44 b) 66x + 550y =88 ) 966x + 686y = 70
d) 343x + 140y =70 e) 21lx+9y =114

x =849t
Sol: a) 7x+9y=11; 7-(8)+9-(=5) =11 ; {y:_5_7t tez
x =—7+4+ 50t
b) 6x+50y=8; 6-(=7)+50-1=8 ; { S 1ie ez
) 69x+49y =5; 69-(~110) +49- (155) = 5 ;
{x=—110+49t . {x=—12+49t en
y = 155 — 69¢ y =17 — 69¢

d)



e)

22. Determina los valores de ¢ € Z*, 10 < ¢ < 20, para los que la ecuacién diofantica
84x + 990y = c tiene solucion y determinala, en su caso.

Sol.: Para que tenga solucidon ¢ ha de ser multiplo del mcd(84,990) = 6 . Por tanto, ha de
serc=12 o ¢ =18.

. o _ . (x=118+165t
Si ¢ =12: 14x + 165y =2; 14-(118) +165-(-10) = 2; {y:_10_14t tez
o L _ _ _ 5. (x=177 + 165t
Si ¢ =18: 14x + 165y = 3; 14-(177) + 165 (—=15) = 3; {y:_15_14t tez

23. Determina los valores de c €Z%, ¢ <50, para los que la ecuacién diofantica
912x + 168y = c tiene solucion y determinala, en su caso.

Sol.: Para que tenga solucién ¢ ha de ser multiplo del mcd(912,168) = 24 . Por tanto, ha
deserc =24 o c=48.

L o o . . (x==2+T7t
Sic=24:38x+7y=1; 38-(-2)+7-(11) = 1; {y=11—38t tez
o L o . o (x=—4+T7t
Sic=48:38x+7y=2;38"(-4)+7-(22) =2; {y:22—38t tel

24. Se necesita cubrir una pared que mide 3,5 m? con baldosas enteras de dos tamafios
diferentes, unas miden 19 X 70 cm? y otras miden 17 X 35 cm? . ¢éCuéntas baldosas de
cada tipo seran necesarias como minimo?

Sol.: 3,5m? =35.000cm? ; 19 X 70 cm? = 1.330cm?; 17 x 35 cm? = 595 cm?
1.330 x + 595y = 35.000 ; 38x + 17y = 1.000;

38-(—4)+17-9=1; 38-(—4.000)+ 17 -9.000 = 1.000

{x =—4.000+17t
y =9.000— 38 ¢
4.000
Como hadeser —4.000+ 17t =0 ; t > - = 235, ...
9.000 —38t > 0; ts%zzm...

Portanto, t =236; x=12; y =32



25. Un agente de Cambio y Bolsa tiene invertido dinero en acciones de Azucarera y Repsol. Las
acciones de Azucarera se cotizan a 89 euros y las de Repsol a 614 euros cada una. Necesita
hacer una transaccidon para disponer exactamente de 1.000 euros en efectivo. ¢Puede

hacerlo comprando acciones de Repsol y vendiendo acciones de Azucarera solamente? En
caso afirmativo, decir cuantas acciones de cada tipo, como minimo, comprard y vendera.

Sol.:

Llamamos x= numero acciones Azucarera, Y= numero acciones Repsol
89x+ 614y =1.000; mcd(89,614) =1

89-(69) + 614-(—=10) =1; 89 (69.000) + 614 - (—10.000) = 1.000

{x =69.000 +614¢

y =—10.000 — 89 ¢

Como ha de ser 69.000 + 614t < 0 ; t < ‘6691'200 =—112,..
~10.000—89t>0; t<—220_ _112 ..

89
Portanto, t = —113; x=-382; y =57

(con otros t < —113) las cantidades salen mayores en valor absoluto.

26. Un alumno quiere renovar su vestuario comprando camisetas y pantalones. Las camisetas
valen 18 € cada una y los pantalones 33 €. Si quiere gastar exactamente 639 € écuantas
camisetas y pantalones puede comprar? Describe todas las formas distintas en que puede

hacerlo.

Sol.:

Llamamos x= numero camisetas, y=numero pantalones
18x+33y=639; 6x+11y =213

6-(2)+11-(-1)=1; 6-(426)+11-(—213) =213

{x=426+11t .
y=-213-6¢
Comohadeser426+11t20;t2%=—38,...

213-6t>0; t<2B_-_35,.. Por tanto, t = —36, —37, —38

Para t=-36; x=30; y=3

Para t=-37; x=19; y=9



Para t=-38; x=8; y=15

27. En Universilandia, a los estudiantes que copian un examen se les condena a 133 afios de
carcel, y a los que copian una practica se les condena a 84 anos. En el caso de que se les
encuentre culpables de mds de una copia se les condena a 133 afios. En la cdarcel de
Universilandia hay 15 guardias y un numero indeterminado de estudiantes condenados por
copiar. Se sabe que el nimero total de aiflos de condena de estos ultimos es de 3605 afios.
¢Cudntos estudiantes hay presos?

Sol.: Llamamos x=n2alumnos que copian un examen, Yy=n2 que copian una practica
133 x + 84y = 3605 ; 19x+ 12y =515

19-(=5)+12-(8) =1; 19-(-2.575) + 12 (4.120) = 515

{x=—2.575+12t ez
y=4120—-19¢
Comohadeser —2.575 +12¢t > 0 ; t > % = 214, ..

4120-19t>0; t< % = 216, .. Por tanto, t = 215,216

Para t=215; x=5; y=35

Para t=216; x=17; y=16

28. Un tren de largo recorrido formado por menos de 10 vagones cuya capacidad es de 343
plazas cada uno, realiza un viaje lleno de pasajeros. Por una averia en las vias debe parar su
marcha hasta que se subsane el problema. Se les ofrece a los pasajeros la posibilidad de
continuar el viaje en autobus hasta su destino. Sabiendo que 84 personas rechazan esta
posibilidad y prefieren esperar, y que el resto completan algunos autobuses de 70 plazas,
écuantos autobuses se completan? éicuantas personas viajaban en el tren?

Sol.: Llamamos x=n2vagones, y=n? autobuses
n? viajeros =343 x = 70y + 84 343x—70y =84 ; 49x—10y =12

19-(=1) —10-(=5)=1; 49-(—12) —10-(—60) = 12

{x=—12—10t i
y=—-—60—-49¢
Comohadeser —12—-10t <10 ; t>_1—202=—2,...

—60—49t> 0: t<-2=_1,..
49



Portanto, t =—2; x =8; y =38; n2deviajeros= 343 x = 2.744

29. Un turista tiene 1000 coronas checas y quiere cambiar ese dinero en una cantidad exacta de
libras chipriotas y zlotys polacos. El cambio que le ofrece una cierta Oficina de Cambio es el
siguiente: un zloty polaco=13 coronas checas y una libra chipriota=18 coronas checas. La
oficina no proporciona fracciones de ninguna moneda, ide cudntas formas diferentes
puede hacerlo?

30.

Sol.: Llamamos x=n2libras, y=n? zlotys; 18 x + 13y = 1000 ;

18- (=5)+13-(7) =1; 18:(—=5.000) + 13- (7.000) = 1.000

{x=—5.000+13t ez
y =17.000-18¢
Hadeser —5.000+13t>0 ; t > 5;’—;’" —384,, ..
7.000—18t>0;: t< % =388, ... Por tanto t = 385, 386, 387, 388

Para t=385; x=5; y=70; Parat=386; x=18; y =52

Para t =387; x=31; y=34; Parat=388; x=44; y=16

31. Halla todos los multiplos de 28 cuyas dos ultimas cifras sean 16.

Sol.: Todos los numeros positivos cumpliendo las condiciones son de la forma
28x =100y +16; 7x—25y=4
Resolvemos la ecuacion diofantica: 7-(—=3) —25-(—-1) =4

{x=—3—25t {x=22+25t tez

y=-1-7¢t €L y=6+7t
Por tanto, los numeros positivos pedidos serdn de la forma
28x =28-(22+25t) =616+700¢t, t e NU {0}

Y los negativos: —616 —700t, t € NU {0}



32

33

34

35

36

37.

38.

39.

40.

41.

42.

Numeros primos

. Estudia si son o no primos los nimeros 811, 493 y 911.
. Halla todos los niumeros primos p entre 100 y 300.

. Utiliza la identidad 2" —1 = (2" — 1)(26~Vr 4 26-2)r 4 ... 4 2T + 1) para demostrar
que si 2" — 1 es primo, entonces n es primo.

. Halla el valor de un entero positivo n con las siguientes propiedades:
i) nno contiene cuadrados ( es decir, no hay factores repetidos en la factorizacion
de n en numeros primos).
ii) Para cada primo p setieneque p/n< (p—1)/n.

. Estudia si son ciertas las siguientes afirmaciones:
a) VmEeEZ 2my 4m+ 3 son primos entre si.

b) VmeTZ 2m+ 1y 3m+ 2 son primos entre si.

Demuestra que si n es un entero positivo, ninguno de los n enteros consecutivos
empezando por (n+ 1)! +2 es primo.

Demuestra que si p es primo distinto de 2 y de 5, entonces p? —1,6 p?+1 esdivisible
por 10.

Otros Ejercicios

Siayb son enteros tales que mcd(a,b) = 1, demuestra que
a) mcd(a+b,a—b)=162 b) med(2a + b,a+ 2b) =163

Demuestra que el cuadrado de todo nimero entero es de la forma 4k 6 4k + 1. Demuestra
que el cubo de todo numero entero es de laforma 9k 6 9k +1 6 9k + 8.

Sia € Z yno es multiplo de 2 ni de 3, demuestra que 24/(a? — 1).

Demuestra que si 5 no divide a n, entonces 5 divide an® — 1.



43.

44,

45.

46.

Halla el valor de un entero positivo n con las siguientes propiedades:

i) n no contiene cuadrados (es decir, no hay factores repetidos en la factorizacién de
n en numeros primos)

ii) Para cada primo p se tienequep/n & (p —1)/n

Demuestra que si a,b € Z*, entonces se tiene que 2% —1 y 2@(modb) _1 op
congruentes mod 2P — 1.
Usa este resultado para comprobar que med (2% — 1,20 — 1) = 2med(@b) _ 1,

Demuestra que todo niumero primo p > 3 se puede escribir de la forma
a) 4n+1 6 4n+ 3, paraalgin n €N b) bn+1 6 6n+5, paraalgin n €N

Demuestra que si n es un entero positivo, ninguno de los n enteros consecutivos
empezando por (n+ 1)!'+ 2 es primo.



